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ALGEBRA

CapiToLuL |
GRUPURI

Notiuni teoretice

+ Fie M o multime nevida. O aplicatie ¢ :MxM — M, (x, y) = @(x, y) se numeste
lege de compozitie (operatie algebrica) pe multimea M.

¢ Fie neN' si aeZ. Restul impartirii lui a la n se noteazd a mod n (se citeste
“a modulo n”) si se numeste redusul modulo n al numarului a.

¢ Legea de compozitie @ : ZxZ > L, a®b = (a + b) mod n se numeste aduna-

rea modulo n.
+ Legea de compozite O:ZxZ - aOb=(a-b)modn se numeste inmul-

tirea modulo n.

¢ Fie Z, = {6, ok r1/:1} multimea claselor de resturi modulo n. Pe multimea Z,,

se definesc operatiile algebrice:
"+": I, x¥, >4, a+b=ad®b, numita adunarea claselor de resturi modulo n;

"2, x4, > 4,,a-b=a0b, numitd inmultirea claselor de resturi modulo n.

¢ Fie M o multime si "o" o operatie algebrica pe M. Submultimea ScM se

numeste parte stabila a multimi M in raport cu operatia "o daca
VX yeS=XxoyeS.

* Legea de compozitia "" se numeste comutativa pe M dacd xoy =yox, ¥ X,
yeM.

* Legea de compozitie "-" se numeste asociativd pe M dacéd xo(y<z)=(xoy)o
oz, ¥V X, ¥,ZzeM

O multime M inzestratd cu una sau mai multe legi de compozitie care satisfac un
set de axiome date sub forma de identitati sau alte conditii, formeaza o structura
algebrica.

+ Se numeste semigrup o pereche (S, <) care indeplineste axioma de asociati-

vitate:
S;:(xoy)oz=xo(yez),Vx y,zeS.

Un semigrup (S, o) se numeste semigrup comutativ sau abelian daca

indeplineste axioma de comutativitate:
S, Xoy=yoX,VXYyeS.



Legea de cempozitie %ot admite element neutru pe M dac3 existd e e M astfel
incat xoe=eox=x,V xeM,(1).

¢ Elementul e e M cu proprietatea (1) se numeste element neutru in raport cu
legea "o".

¢ Perechea (M, o) se numeste monoid daca verifica axiomele:

M, : Axioma asociativitatii: (xoy)ez=xo(yoz),V x,y,zeM.

M, : Axioma elementului neutru: 3 e e M astfel incat xce =eox =%, ¥ xeM.

+ Un monoid (M, o) se numeste monoid comutativ sau abelian daca legea "o"

este comutativa.

¢ Un element xeM se numeste simetrizabil in raport cu legea "o" daca
Ix'eM astfel incat xox' =x"ox =g, (2).

Elementul x’ e M cu proprietatea (2) se numeste simetricul lui x e M in raport
cu legea "o".

Se noteaza cu %(M) multimea elementelor din M simetrizabile in raport cu

legea "o".
Au loc egalitatile:

(x')' =X §i (Xoy)' =y'ox,V X yeu(M).

¢ Perechea (G, o) se numeste grup daca au loc axiomele:

G; : Axioma monoidului: (G, <) este monoid.

G, : Axioma elementelor simetrizabile: V xeG,3Ix'eG astfel incat xox’' =
=x'oX=¢e.

Un grup (G, o) se numeste comutativ (abelian) daca legea "-" este comutativa.

* Un grup (G, o) se numeste grup finit dacd muitimea G este multime finita.
Cardinalul multimii G se numeste ordinul grupului si se noteaza cu ord(G).

Fie aeG si neZ Se noteazd a’=e a"=acao..0a, pentru n>0 si
r— ———

n or

a" =a'ca’o...0a’, dacid n<0.
—_———
-n orni

n
Au loc relatiile: a™ 0a" =a™", (a’“) =a™ VYaeGmnel

* Fie (Gy, ©) si (G,, *) doua grupuri.
Functia f:Gy; > G, se numeste morfism de grupuri daca f(xoy)="f(x)x

*f(y), V x, y € G; si izomorfism de grupuri daca functia f este si functie bijectiva.



Grupurile (G, o) $i'(G,. *) se numesc izomorfe si se scrie G, = G, daca exista
un izomorfism f:G; — G,.

Un izomorfism f:G > G se numeste automorfism al grupului G. Multimea
automorfismelor [ui G se noteaza Aut(G).

Un morfism f: G — G se numeste endomorfism al grupului G.
Daca f: G, » G, este morfism de grupuri, au loc relatile V xe G sineZ:

a) f(e)=e b) f(x'1)=(f(x))_1; c) f(x“)=(f(k))n.
¢ O submultime S c G se numeste subgrup al lui (G, o) daca (S, ) este grup.
Submultimea S c G este subgrup al lui (G, o) dacd Vx,yeS= xy‘1 e G

Fie (G, <) un grup. Multimea (a)={a"

ne l} reprezinta subgrupul generat de

elementul aec G. Ordinul subgrupului (a) se numeste ordinul elementului a si se
noteaza ord(a).

Ordinul elementului ae G este cel mai mic numar neN’, pentru care a" =e.

+ Teorema lui Lagrange
Fie (G, ) un grup finit, H= G un subgrup §i a e G. Atunci:

a) ord(H) divide ord(G);
b) ord(a) divide ord(G).

+ Teorema lui Cauchy
Fie (G,-) un grup finit, n=ord(G) si p un divizor numér prim al lui n. Atunci

existd ac G astfel incat p = ord(a).

Fie m,neN". Atunci Z,, xZ,, = Z,, dac# si numai daca (m,n)=1.

1.1. Legi de compozitie pe 0 multime

01. Pe multimea M= {0, 1,2, 3} se defineste operatia algebricd xoy = max(x, y).
a) Sa se rezolve ecuatiile xc2 =3 si (y2 —2)0 y=2.

b) S& se alcatuiasca tabla lui Cayley a operatiei "o".

0 2. Sa se alcatuiasca tabla operatiei algebrice pe muliimea M in cazurile:
a) M={2,3,4,6,8}, xoy =min(x, y);

b) M={1,2,4,6,8}, xoy =cmmdc.(x y);
c) M={0,123,4, 5}, xoy=|x-y|;



03s.

04

0 5.

0 6.

a7v.

X+y+[x-y|
&=
e) M={xeZ||x-2 <3}, xoy =sign(x+y);

d) M={12)3,4,5, 6}, xcy=

| <7
f) M:{XEZI|2X_1|S7}'Xoy:{;,:izi7'

Pe multimea M={1,2 3,4} se considera legeadecom- o | 1 | 2 | 3 | 4
pozitie "o" a carei tabla este data alaturat. 2 55 8 5 % 20 B 2
a) Sa se determine elementele 211131/4]2
a=15(2:3),b=40(302),c=(102)0(304). i i ; g ‘1‘
b) Sa se rezolve ecuatiile:
X02=4'40y:2'2020221.
e} 2 = Xo = 1

c) Sé se rezolve sistemele de ecuatii: 5 y; d <

yo2=x"|(x+1)oy=1

Pe multimea A = {O, 123,45, 6} C N, se considera operatiile algebrice:
xoy =cmmdc.(x, y) si x Ty=|x-y]|.
a) S& se rezolve ecuatiile: x04=2,yc3=140z=2tT6=t06.
o = v T = 0
b) Sa se rezolve sistemele de ecuatii: % : : .
Xed=yT1 |(xoy)T4=2

Pe multimea M = {x eN | |x = 1| < 4} se considera operatia algebrica
X-y,X>3s8iy<3

Xoy=<x+[x-y|,x<3sauy>3.
0, x=5siy=4

a) Sa se alcatuiasca tabla lui Cayley a operatiei date.

b) S& se rezolve ecuatiile (xo1)ex =2 si (y —1)o(y+1)=1.

83 se arate cd multimea M este parte stabila in raport cu operatia specificata.
a) M=[2 +x),Xoy =xy—2x-2y +6;

b) M=[4,6], xoy =xy—5x->5y +30;

X+Yy .

1+ xy’

d) M=[3, +x), xoy =2xy—6(x +y) +21.

¢) M=(-11),xoy =

Pe multimea R se definesc operatiile algebrice xoy =x+y-xy $i x Ty=x-
-y +2xy,V x, y € R. 83 se rezolve:



8.

0o9.

3 10.

a11.

a12.

a) ecuatia<X e X =)x T X;
(x+3y)e3+19=0

b) sist [ :
) sistemu {(x—Zy)T2=—22

Pe multimea R se definesc operatiile algebrice x Ty =x+y-5 gi x Ly= Yx +

M—%W Vxyek

a) 53 se calculeze a=8 1 27,b=(64 L1) T 3.
b) S se rezolve ecuatia x L 8 =x T 2.
xTy=4

c) Sa se rezolve sistemul { ;
Xly=-2

In multimea .#,(R) se considerd operatia algebricd A°B=AB+A+B,V A,
B e .4, (R).

y 1 1 (1 -1
a) Sa se calculeze o )
0 1,0 1

1 1 3 4
b) S& se determine matricea A e .#,(R) pentru care A O(O 1] = (0 3}.

Acl, =B

c) Sa se rezolve sistemul y
A-A=B

Fie l[«/g] = {a+b\/§ ‘ a,be#, a?-3b? =1}. Sa se arate ca Z[\/g] este parte

stabild a multimii IR in raport cu inmultirea.

Sa se arate ca multimea M este parte stabila a multimii R in raport cu inmultirea:

a) M='Q[\/§:|={a+b\/5|a,be®};
b) M=Q[€‘/§]={a+b§/§+c§/4_’a, b,CE'Q};
c) M=®[J§,J§Jz{3+b«/§+c\/§+d\/§|a, b, C,de'Q}.

Sa se arate c& multimile M sunt parti stabile ale muitimii .#, () n raport cu

a,belD};

a b, c eID};

Inmultirea:

e

w3 )




013.

a 14.

0 15.

c) M= {[0 0 ael?}
Ia a
d) M={|2 aben!;
- o +b
e) M= {(i Z a.beQ.az+b2:‘l}:
M=4[2 3b abel a?-3b? =1;
b a
a b s
g)M= 5b a,be@Q a®-5° =1},
h) M= {a‘;l a_?ng a.beQ.az—szﬂ};

a, bel?}.

elfy %)

S& se studieze dacad multimea M este parte stabild a lui € in raport cu
inmultirea:

A M={zeC|2®=1}; b) M={ze € ||z]=1};

c)M={ZEC|22=E}; d)Mz{ZEC||2—1|=1};
e)M={ZGC|23=E}; f)M={Ze'C|22=|Z|};

g) M={ze € |Re(z)=0}; h) M={ze € |Im(z) >0}.

Fie #(A)={f |f:A > A}. S& se studieze daca multimea Mc #(A) este parte

stabila in raport cu compunerea functiilor:
AM={f,,R>R| fo(x)=ax+(1-a),aem};
b) M={f;, f,}, f. f, iR > R, fi(x) =x, f,(x) =1-x;

¢) M={f;, fp, f3, f,}. f 1 R" > R, f,(x) = x, f,(x) =%, f3(x) = —x, f, () =-%.

Sa se arate ca multimea M =(§ +°0J este parte stabild in raport cu legea de

compozitie xoy = ):_Vy_ 65. VX yeM
X .



0 16.

a17.

0 18.

0 19.

0 20.

Fie .« ={(2x 4y]
By~ 2x

My (D) in raport cu adunarea si inmultirea matricelor.

X, ye N}. Sa se arate cd 4 este parte stabild a multimii

: ab
Se considerd 4 = {A =( J
c d

a,b,c, de R, det(A) = 0}. S3 se studieze daca

multimea .# este parte stabila a multimii .#, (R) Tn raport cu adunarea si inmul-
tirea matricelor.

Pe multimea Z5 se definesc operatiile xoy =x+y +2 si xTy= 2x + y—ﬁ, V X,
y € Z5. Sa se rezolve:

a) ecuatiile xo(x+1) 3 Zo(y_i)zy-r(y+i);

x
<]
<
Il
N>
—
) ‘<
g
~
- 0T
-~
—_—
Q))
|
<
¥ Pl
I
S

b) sistemele {

Sa se rezolve in Z, ecuatiile:
a) x2+2x=0; b) 2x2 +3x = 0
c) x° +2x=0; d) x®+2x+2 =0.

Fie # multimea functiilor polinomiale f:€ — € de gradul n, neN. S& se studi-
eze daca multimea .# este parte stabild a multimii # in raport cu adunarea si
inmultirea functiilor:

a)M={ f)=1(-
+f(-

b) M= f(x

x), VXGC}
x) =0, ‘v’xeC}:

x*f(x) = £(x*), v xec};



1.2. Proprietati ale legilov de compozitie

1.2.1. Proprietatea de comuiativitate
Proprietatea de asociativitate

Sa se studieze comutativitatea si asociativitatea legilor de compozitie "-" pe
muitimea M, in cazurile:

a) M={1,2 3}, xoy =min(x, y);

b) M=I, Xoy =Xy + X +V;

) M=Q, xoy =2xy + X +V;

d) M=R xeoy=xy-2(x+y)+2

e) M=C, xoy =xy+i(x+y);

f) M=[4,+ ), xoy =5xy —20x — 20y + 84;
g) M=(3,5), xoy =xy —4(x+y)+20.

Pe multimea M={1,2 3,4} se considerd legea de

compozitie data prin tabla lui Cayley alaturats.
a) Sa se arate ca au loc egalitatile:

10(303) =(103)s3,
25(123)=(201)03;
40(402)=(404)02.

b) Legea de compozitie "-" este comutativd? Dar asociativa?

N[~ = W|—
=ININIBAIN

BlIWIN =0
BlWIW|= W
WINININ (&

Pe multimea M= {0, 1,2, 3} se considera operatia xoy = restul Impdrtirii lui x"*

la 4.

a) Sa se alcatuiasca tabla lui Cayley a operatiei.
b) Operatia "-" este comutativa?

c) Operatia "-" este asociativa?

Sa se studieze comutativitatea si asociativitatea operatiilor algebrice definite pe
M, in cazurile:

a) M=(-o,1), xoy =—2—=-;

b) M=(1, + o), xoy :1+(x—1)'°gz<y_1);

c) M=17, xoy =max(x, y);

d) M=Q, xoy =min(x, y);
X+Yy+[x-y|

e) M:lﬂ.x\-uy:—-—*z———.

10



as.

a 6.

m iy 8

0 s.

ao9.

f) M=.C, X oy =ixy;
g) M=(0, +), Xxoy = y/xy;

h) M=(0, + ), xoy =3x> +y°;

i) M= (-1, 1),xOy=.1’%

Pe multimea .4, (C) se defineste operatia algebricad "-". S& se studieze comu-

tativitatea si asociativitatea legii "o", in cazurile:
a) AcB=A+B+2l,; b) A-B = AB +BA,
1 0 c
c) A-B=AB- 3 A d) AoB=AB-2(A+B)+2l;

e) AoB=AB-4A-4B +20l,.

Pe multimea @ se considera operatia algebrica xoy =x+Yy —%xy, VXyeQ

a) S& se arate ca multimea M=Q \ {2} este parte stabila a lui € inraportcu "o".

b) S& se studieze comutativitatea si asociativitatea operatiei induse de "-" pe M.
c) Sa se calculeze xoxo...0X.
—_—
n termeni

Pe multimea R se defineste operatia algebrica xoy={x"+y",Vx yeR,

n impar.
a) Si se studieze asociativitatea operatiei "o".
b) Pentru n =3 sa se rezolve sistemele de ecuatii:

aobs(-2)=1 [aobo(-3)=2
a®+7=b° '|a®+19=b°

S4 se determine parametrii reali pentru care urmétoarele operatii algebrice pe M
sunt comutative si asociative:

a) M= IR, xoy =xy+2(X+y)+a;

b) M=R, xcy =xy+ax+by +6;

c) M=Q, xoy =X+Y+axy,

d) M=, xoy = Xy +ax+by +c;

e) M=C, xoy=xy+b(x+y)+2+ai

Sa se determine a, b e R pentru care urmatoarele operatii algebrice pe multimea
M c .#, (€) sunt comutative si asociative:

ow-{s )

X, yelﬁ}, A-B=A+Ba+l,;
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0 x+y

€) M=.#,(C), AoB =AB+aB+bB+2l,;

9 M:{(g ’

03 10. Pe multimea Z; se defineste legea de compozitie xoy = xy+a(x+y)+b, v X,

X yeD},AoBzaAB+bBA;

xeD}, AoBzaAB+(? ?]‘(A+B),

yeZ;. Sasedetermine a, b e Zg pentru care legea este asociativa.

0 11. Pe multimea E =R xR se considera legea de compozitie (ab)o(c, d) =(ac-bd,
ad +bc).
a) 84 se calculeze (2,3)0(-1,3), (-1,0)¢(0, 1).
b) Sa se studieze comutativitatea si asociativitatea legii "".

1.2.2. Element neutru. Elemente simetrizabile

0 1. Sa se determine dacd urméatoarele operatii algebrice pe multimea M admit
element neutru si sa se determine elementele simetrizabile:

a) M=(-1+), Xoy =Xy +X+Y;

b) M=Z, xoy =2xy—x-y+1,

€) M=C, xoy =X +y+ixy;

d) M=~C,Xoy=xy+i(x+y)—(1+i);
e) M=(3, +®), Xxoy =xy -3x -3y +12;
f) M=(-3,+®), Xxoy = xy + 3x+3y +6.

0 2. Sa se verifice daca urmatoarele legi de compozitie admit element neutru si s& se
determine elementele simetrizabile:

a) M=(2, +),Xoy =xy-2x-2y +6;

b) M=[4, +®), xoy = xy - 4x — 4y + 20,
C) M=Z, xoy=2xy +x +Y,

d) M=[2,+oo),xOy=3xy—6(x+y)+14;

e) M=[2,+00),Xoy:,’X2+y2_4_

03. Fie M={e, a b} sioperatia algebrici pe M dats de tabla Iui’

Cayley alaturata.

a) Sa se arate ca operatia nu este asociativa si are ele-
ment neutru.

b) Sa se determine elementele simetrizabile si elementele
simetrice ale acestora.

o |o|o

oW |m|o
oW (@@
oo |w
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